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Al&lam et Fields ont propose une extension symttrique de la formule classique de 
Pfaff-Saalschiitz. Suivant la technique dCvelopp6e par Foata, on propose ici un modele 
combinatoire symetrique pour etablir cette extension. 
Al-Salam and Fields have proposed a symmetric extension of the classical Pfaff-Saalschiitz 
formula. Following the technique developed by Foata we give a symmetric combinatorial 
model to prove that extension. 
Notons (a), les factorielles montantes: 
(a)0 = 1, (a), = a(u + 1) * . * (a + It - l), (n 2 1) 
et soit 
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la serie hypergeometrique avec trois parambtres au numerateur et deux au 
denominateur. L’identite suivante, dans laquelle n et m sont des entiers positifs 
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publite recemment dans [l] peut Ctre deduite de la formule de Sheppard [15] 
parue en 1912, en appliquant celle-ci deux fois. Notons que le cas particulier 
m = 2 a CtC redecouvert par Andersen [3,13] en 1953. La formule (1) se reduit 
Cvidemment a la celbbre formule de Pfaff-Saalschtitz [12, 14,5] lorsque m = 0: 
( -n, a, B . 1 3F2 y,l-n-y+a+/3’ > = (Y - az(Y - P)n (YMY - @ - B)n . (2) 
L’extension (1) due a Al-Salam et Fields [l] est interessante, car elle fait 
apparaitre une veritable symetrie a la fois en CV, /3 et en n, m. 11 est done 
* Avec le soutien du P.R.C. mathematique et informatique. 
0012-365X/90/$03.50 @I 1990- Elsevier Science Publishers B.V. (North-Holland) 
208 J. Zeng 
souhaitable de trouver un modble combinatoire qui rende cette symetrie 
Cvidente. En fait, pour etablir l’identite (1) il suffit de montrer que le premier 
membre de (1) est symetrique en (n, a) et (m, p). 
Comme la formule de Pfaff-Saalschutz a deja CtC etablie par diverses methodes 
combinatoires (cf. [2,6,7, ll]), il est nature1 d’utiliser ces dernieres techniques 
pour Ctablir l’identite (1). Ceci fait l’objet de la presente note. 
I1 est a noter qu’il existe essentiellement deux manibres de demontrer la 
formule (2) combinatoirement: on peut supposer que les parambtres ont entiers, 
comme dans [2,6], ce qui permet d’etendre les techniques de demonstrations au 
q-analogues (cf. [4,9,16]); on a alors besoin d’un argument de continuite pour 
Ctablir la formule dans le cas general. On peut aussi considerer les parametres 
comme de simples variables comme dans [7,11]. On obtient ainsi une 
demonstration reellement intrinsbque. 
Signalons que Andrews et Bressoud [4] ont deja Ctabli, dune facon bijective, 
un q-analoque de l’identite de Sheppard, dans l’hypothese ou les parambtres sont 
des entiers. Enfin, Joichi et Stanton [lo] ont don&. un principe general de 
demonstration ‘bijective’ pour les identites classiques sur les series 
hypergeometriques basiques. 11s ont insist6 sur le fait que bien qu’une 
demonstration bijective pouvait toujours Ctre obtenue a partir d’une preuve 
analytique, il Ctait essentiel de trouver des demonstations combinatoires origi- 
nales rendant compte des symetries ou des regularit& des formules Ctudiees. 
La demonstration combinatoire de (1) proposee ici est de mCme nature que 
celle donnee par Foata [7] en 1983 pour la formule (2): d’une part, les parambtres 
cu, p, y sont de simples variables, et d’autre part, une fois la formule exprimee 
sous forme polynomiale (cf. (3) ci-dessous), on Cvalue directement une fonction 
generatrice de structures finies de deux facons differentes. En fait, on Ctablit une 
bijection, preservant le poids, entre deux structures dont l’une posdde une 
symetrie Cvidente en (n, a) et (m, p), et l’autre a clairement pour fonction 
generatrice le premier membre de (3). Ce qui suffit pour Ctablir (3). 
Chassons les denominateurs dans (1) et posons d = y - (Y - /I. On est conduit a 
l’identite polynomiale: 
Soient A et B deux ensembles disjoints de cardinal n et wz respectivement. 
Rappelons d’abord que le polynome generateur de l’ensemble des injections o de 
A dans A + B par le nombre de cycles, note cyc a, est donnee par (cf. [S]) 
ca wO= (a + m),. 
Une injection tricolore de A dans A + B est definie comme Ctant un couple 
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(a, &), ou o est une injection de A dans A + B et f0 une application de l’ensemble 
des cycles de o dans { 1,2,3}. Par commodite, pour chaque cycle c de a, on 
appelle fJc> la couleur de c. Lorsque B = 0, le couple (a, fG) est dit permutation 
tricolore de A. Soit cyc,(o, fa) le nombre de cycles de (a, fO) ayant la couleur i 
(i = 1, 2, 3). Si l’on associe a (a; fa) le poids 
W((o, fO)) = ~~Ycl(~.f~)~cYcz(~.~~~~Y~3~~~~~), 
il est alors facile, d’aprbs (4), d’etablir l’identite 
(5) 
(6) 
ou la sommation est &endue a toutes les injections tricolores de A dans A + B. 
Considerons maintenant l’ensemble Q[A, B; 1, 2,3] de tous les couples 
(WA (r, gT)) de P ermutations tricolores de A + B ayant les proprietes 
suivantes: 
(i) tous les cycles de (a, fO) (resp. (r, g,)) de couleur 1 sont entierement 
contenus dans A (resp. B); 
(ii) tous les cycles de (a, fO) (resp. (r, gT)) de couleur 3 sont entierement 
contenus dans B (resp. A); 
(iii) les restrictions r, et rB de t a A et B sont elles-mCmes deux permutations. 
D’aprk la definition ci-dessus, chaque Clement de Q[A, B; 1, 2, 31 est en 
mCme temps un Clement de Q[B, A; 3, 2, l] et vice versa. D’ou 
Q[A, B;l, 2,3]= Q[B, A; 3,2, Il. (7) 
De facon Bquivalente, si l’on munit chaque couple ((a, &), (t, gz)) de la 
fonction-poids 
W(((o, $7) (r, g.c))) = W((o7 f,))W(r, gz)) 
alors le polynbme generateur F(A, B: a, d, p) de Q[A, B ; 1, 2, 31 par la 
fonction-poids ci-dessus est symetrique en (A, a) et (B, p), 21 savoir 
F(A, B; a, d, B) = F(B, A; /A d, a). (9) 
On construit maintenant une bijection pour obtenir une expression explicite-le 
premier membre de (3)-de F(A, B; a, d, p). Pour cela, partons d’un couple 
((a, fO), (r, gr)) de Q[A, B; 1, 2, 31; soient D l’union de tous les cycles de (a, fO) 
de couleur 3 (par definition, D c B) et K l’union de tous les cycles de (t, gT) de 
couleur 1 entierement contenus dans D. 
Dans la Fig. 1, on represente A + B par un rectangle, (a, fO) et (t, gs) par leurs 
graphes sur deux rectangles identiques, respectivement a gauche et B droite. La 
partition (A, B \ D, D) est representBe par trois tranches verticales et l’ensemble 
K appara?t dans le coin superieur droit de chaque rectangle. Enfin, les cycles de 
A B\D 
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Fig. 1. 
couleur 1,2 et 3 sont represent& respectivement par les flbches fines, pointillees 
et Cpaisses. Les passages uccessifs de la Fig. 1 a la Fig. 5 sont decrits comme suit: 
(i) Chaque fois qu’une flbche a son origine, disons V, dans B\D du rectangle 
de gauche (resp. de droite) et son but dans A (resp. D \K), elle est supprimee et 
remplacee par une flbche de mCme origine et de mCme couleur dont le but est le 
premier it&C de v qui soit de nouveau dans B \D. Appelons @ cette 
transformation; 
(ii) dans la Fig. 2, soit r, (resp. r,) le graphe du rectangle de gauche (resp. de 
droite) entierement contenu dans B \D. On remplace alors & par r, et r, par q; 
(iii) appliquons maintenant l’inverse de la transformation Qi d&rite plus haut a 
la Fig. 3, c’est-a-dire que chaque fois qu’une fleche, disons f, a son origine dans 
B\D du rectangle de gauche (resp. de droite) et que son but est commun avec un 
chemin, disons c, dont l’origine est forcement dans A (resp. D\K), elle est 
supprimee et remplacee par une fleche de mCme origine et de mCme couleur dont 
le but est l’origine de c. On remplace ensuite la couleur de chaque flbche de c par 
celle de f; 
(iv) finalement, dans le rectangle de gauche de la Fig. 4, chaque fois qu’une 
flbche a son origine, disons u, dans A (resp. K) et son but dans B\D (resp. 
Ii- 
Fig. 2. 
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D \K), elle est supprimke et remplade par une flkhe de mCme origine et de 
mCme couleur dont le but est le premier it&C de v qui soit de nouveau dans A 
(resp. K). 
Aprbs avoir effectuC 
rectangles de gauche et 
les quatre transformations ci-dessus, dans les deux 
de droite de la Fig. 5, on obtient deux graphes qui 
Fig. 3. 
Fig. 4. 
A 
B \ K 
Fig. 5. 
B \ K 
212 .I. Zeng 
representent respectivement deux triplets (a,, aBw,, oK) et (r,, zBw, tK), oti o, 
(resp. rA) est une permutation tricolore de A dont les cycles sont de couleur 1 ou 
2 (resp. 2 ou 3), a, (resp. rK) est une permutation tricolore de K dont les cycles 
sont uniquement de couleur 3 (resp. 2), et enfin o s\K est une injection tricolore 
deB\KdansA+Bett,\, est une permutation tricolore de B \ K dont les cycles 
sont uniquement de couleur 2. 
Par ailleurs, on remarque que chaque transformation de (i)-(iv) preserve le 
nombre total de cycles de chaque couleur et est reversible. On a ainsi Ctabli une 
bijection preservant le poids entre Q[A, B; 1, 2, 31 et l’ensemble de tous les 
6-uplets (oA, oBw, a,, rA, rB\K, rK) dont chaque Clement est deja decrit plus 
haut. Par consequent, leurs polynomes generateurs sont Cgaux 
F(A, B;a,d, P)=C w(~~)w(~~)w(~~,)w(~~)w(t,,)w(t,). (10) 
Or d’apres (6), on trouve immediatement que 
c W(u/J = (a + 4, (11) 
c w(tA> = (P + 4w (12) 
et que pour chaque sous-ensemble K fix6 de B, de cardinal k, 
c W(u,,) = (a + /3 + d + n + k)m--k, (13) 
c w(tBW) = (&n--k, 
c W(%c) = Wk7 
c W(%) = (4. 
(15) 
En reportant (ll), (12), (13), (14), (15) et (16) dans (10) et sachant qu’il y a 
effectivement (7) tels sous-ensembles K, on trouve bien l’expression du premier 
membre de (3). Par consequent, la formule (3) exprime simplement que 
F(A, B; a, d, /?) est symetrique en (A, a) et (B, /3). Ceci est deja Ctabli dans (9). 
Remarque. Une extension de la formule de Al-Salam-Fields est donnee dans 
[171- 
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